
Lineaire Algebra en Voortgezette Analyse

Voorwoord

De analyse van functies van één reële variabele wordt in dit boek voortgezet naar de
analyse van functies van meerdere reële variabelen en naar de analyse van functies
van één complexe variabele. De eerste vier hoofdstukken behandelen de lineaire al-
gebra die hierbij nodig is.

De hoofdstukken 5 t/m 10 gaan over limieten, continuïteit en differentieerbaarheid

van -n m  -afbeeldingen, d.w.z. afbeeldingen met een domein in n en een be-

reik in m . Speciale aandacht krijgen de continu differentieerbare en liefst ook nog
reguliere afbeeldingen.

Belangrijke stellingen als de inverse functiestelling en de impliciete functiestelling

worden bewezen. Verder behandelen we integralen
V

f met integratiedomein

nV   en een -n  -functie f als integrand, waarbij we ons beperken tot Rie-
mann-integralen over een integratiedomein, dat meetbaar is in de zin van Jordan.
Door ook aan de integrand f nog enkele eisen te stellen is het mogelijk om een be-
grijpelijk en wiskundig correct bewijs van de transformatiestelling voor integralen
te geven. Op een logische manier volgen daarna integralen over krommen en op-
pervlakken.

 is het lichaam van de complexe getallen. We stellen ons  voor als een plat
vlak. In de laatste vijf hoofdstukken worden de eigenschappen van -  -functies
(met domein en bereik in  ) behandeld. De aandacht gaat vooral uit naar holomor-
fe functies. Dat zijn functies die complex differentieerbaar zijn op een open deel-
verzameling van  . Belangrijk hulpmiddel bij het bestuderen van deze functies
zijn de integralen over een kromme in het complexe vlak  . In hoofdstuk 11 wor-

den krommen in 2 uitvoerig bestudeerd. Punt ( , )x y in 2 correspondeert met

het complexe getal iz x y   . De resultaten uit hoofdstuk 11 zijn eenvoudig te

vertalen naar krommen in  . Een kromme in  is een continue -  -afbeelding
met een interval I   als parameterdomein. We hebben geen andere dan stuks-
gewijs reguliere krommen nodig. Voor zulke krommen kunnen we een betrekkelijk
eenvoudig bewijs van de Jordankrommestelling geven. Holomorfe functies hebben
interessante eigenschappen die vaak ontbreken bij differentieerbare -  -functies.
Veel bekende -  -functies kunnen op precies één manier uitgebreid worden tot
holomorfe -  -functies. De eigenschappen van deze uitbreidingen laten soms
opmerkelijke verbanden zien tussen de oorspronkelijke -  -functies. Verrassend
is bijvoorbeeld de manier waarop de complexe sinus en cosinus blijken samen te
hangen met de exponentiële functie. Een holomorfe functie is oneindig vaak diffe-
rentieerbaar. Een functie f die holomorf is binnen een cirkel met middelpunt c

wordt daar gerepresenteerd door zijn Taylorreeks
0

( )k
k

k

a z c




 met
( ) ( )

!

k

k

f c
a

k
 .



We richten ons meer op de theorie dan op praktisch rekenwerk en concrete toe-
passingen. Door niet de grootst mogelijke algemeenheid na te streven en ons te be-
perken tot de hoofdzaken, zijn we in staat m.b.t. de stof die wel aan de orde komt
redelijk volledig te zijn, met name in het bewijzen van de gebruikte stellingen. Om
bepaalde hoofdstukken minder afhankelijk te maken van voorafgaande stof bevat-
ten sommige hoofdstukken enige overlap met eerdere hoofdstukken.

Dit boek kan gebruikt worden als een vervolgdeel bij mijn eerder verschenen Ana-
lyse + Meetkunde, maar dat hoeft niet. Het is geschreven als een zelfstandig boek,
dat geschikt is voor iedereen met voldoende kennis van de analyse van -  -
functies. Als doelgroep hebben we vooral studenten en (aanstaande) docenten wis-
kunde of een ander exact vak op het oog.

Lineaire Algebra en Voortgezette Analyse geeft op universitair bachelorniveau de
theoretische onderbouwing van een klassiek en zeer toepasbaar deel van de
wiskunde en legt een stevige basis voor verdere studie. Het is goed idee om dit
boek te bestuderen in combinatie met meer toepassingsgerichte boeken, zoals de
boeken uit de serie Schaum's Outlines van McGraw-Hill, die in de literatuurlijst
worden genoemd. Deze boeken bevatten een groot aantal uitgewerkte opgaven en
zijn daardoor zeer geschikt voor zelfstudie. De beknopte behandeling van de lineai-
re algebra in de eerste vier hoofdstukken maakt het gewenst dat de lezer (m/v) enige

ervaring heeft met het bedrijven van meetkunde in 2 en 3 met behulp van vec-
toren en matrices. Als eerste inleiding in de lineaire algebra is bijv. Vectoren en
Matrices van Jan van de Craats geschikt.
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3 Volume van een blok

3.1 Blok.

3.1.1 Definitie. De puntenverzameling 1 1 1{ | ,..., [0,1]}k k kV x A x A x x    , met

1,..., n
kA A  en k  , noemen we het door de vectoren 1 2, ,..., kOA OA OA

  
in

n opgespannen blok, notatie 1blok( ,..., )kV OA OA
 

. Staan 1 2, ,..., kOA OA OA
  

twee aan twee loodrecht op elkaar, dan noemen we het blok een balk. Zijn

1 2, ,..., kOA OA OA
  

bovendien allemaal even lang, dan noemen we de balk een ku-

bus. Is 1,..., kA A een lineair onafhankelijk stel punten, dan noemen we het blok (de

balk, de kubus) k-dimensionaal of kortweg een k-blok (k-balk, k-kubus).

Voorbeeld. In n is de dimensie van een

blok hoogstens gelijk aan n. De 2k hoekpun-
ten van het k-blok

1 1 1{ | ,..., [0,1]}k k kV x A x A x x    .

zijn de punten in

1 1 1{ | ,..., {0,1}}k k kH x A x A x x    .

Een 1-dimensionaal blok is een lijnstuk. Een 2-dimensionaal blok wordt een paral-
lellogram genoemd. De 4 zijden van een parallellogram zijn lijnstukken. De 6 zij-
vlakken van een 3-dimensionaal blok zijn parallellogrammen [zie afbeelding].

Onder de lineaire -k n  -afbeelding 1[ ,..., ]kL A A wordt de eenheidskubus [0,1]k

in k afgebeeld op het k-blok V.

Ook het translatiebeeld van een blok in n noemen we een blok in n . Het blok

1 1 1{ | ,..., [0,1]}k k kV x A x A x x    gaat onder de translatie X C over in het

blok 1 1 1{ | ,..., [0,1]}k k kV x A x A C x x      . Is 1,..., kA A lineair onafhanke-

lijk, dan is V  een k-dimensionaal blok.

Het blok 1 1 1{ ( ) ( ) | ,..., [0,1]}k k kW P x Q P x Q P x x       heet het door de

pijlen 1 2, ,..., kPQ PQ PQ
  

opgespannen blok, notatie 1 2blok( , ,..., )kW PQ PQ PQ
  

.

Dit blok bestaat uit de eindpunten van de pijlen 1 1 n nPX x PQ x PQ  
  

 met co-

efficiënten 1,..., [0,1]kx x  . W is het beeld van de door 1 2, ,..., kOE OE OE
  

opge-

spannen eenheidskubus in k onder de affiene -k n  -afbeelding F zo dat

( )F O P en 1 1( ) ,..., ( )k kF E Q F E Q  .

Opgave. Stel { | , , [0,1]}V xA yB zC x y z    is een blok in 3 met ,A B lineair

onafhankelijk en 2C A B  . Ga na dat V dan niet een 2-dimensionaal blok [ofwel

een parallellogram] in 3 is.
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Straks zullen we het volume van blokken in n gaan definiëren. We nemen aan dat
dit volume onder een translatie niet verandert, dus we kunnen ons beperken tot
blokken die worden opgespannen door vectoren. Het translatiebeeld van zo'n blok
kennen we dan hetzelfde volume toe.

Het k-dimensionale volume van het door 1 2, ,..., kOA OA OA
  

in n opgespannen

blok duiden we aan als , 1vol ( ,..., )k n kA A en we stellen

, 1vol ( ,..., )k n kPQ PQ
 

, 1vol ( ,..., )k n kQ P Q P   .

Verder stellen we

1, 1 1vol ( ) | |n A A en 2, 1 2 1 2 1 2vol ( , ) | | | | sinn A A A A A OA    .

Dus 2, 1 2vol ( , )n A A is gelijk aan de oppervlakte van het door 1 2,OA OA
 

opgespan-

nen parallellogram, als 1 2,A A lineair onafhankelijk is. Als 1 2,A A lineair afhankelijk

is, dan 2, 1 2vol ( , ) 0n A A  . Als k n , dan bestaat de determinant 1det( ,..., )nA A en

stellen we

, 1 1vol ( ,..., ) | det( ,..., ) |n n n nA A A A .

Later zullen we , 1vol ( ,..., )k n kA A ook definiëren voor 1,2 ofk n . Zie 3.4.7.

We beperken ons eerst even tot het geval k n . Dan

1det( ,..., ) 0nA A  1,..., nA A is lineair afhankelijk

en dus ook

, 1vol ( ,..., ) 0n n nA A  1,..., nA A is lineair afhankelijk.

Als 1det( ,..., ) 0nA A  , dan noemen we de rij 1,..., nA A positief resp. negatief geori-

enteerd, als 1det( ,..., ) 0nA A  resp. 1det( ,..., ) 0nA A  . Dan stelt 1det( ,..., )nA A het

georiënteerde [d.w.z. van een teken voorziene] volume voor van het door

1 2, ,..., nOA OA OA
  

opgespannen blok.

Opmerking. Eigenlijk moeten we ook de determinant in n van een index n voor-

zien en detn schrijven in plaats van det. Als n m , dan zijn detn en detm ver-

schillende functies. Toch levert het weglaten van de index n eigenlijk nooit
problemen op, n is wel bekend uit de context. In bepaalde situaties kan het nodig

zijn dat we detn schrijven om misverstand te voorkomen. Hetzelfde geldt natuurlijk

ook voor , 1vol ( ,..., )k n kA A . Het getal k kunnen we wel aflezen uit het aantal punten

binnen de haakjes en n is vrijwel altijd uit de context bekend. Het kan dan geen

kwaad om 1vol( ,..., )kA A te schrijven i.p.v. , 1vol ( ,..., )k n kA A . Voorlopig zullen we

de indices er echter voor de duidelijkheid nog bij schrijven.
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Is L een lineaire afbeelding van n in zichzelf, dan

1 1det( ( ),..., ( )) det( ) det( ,..., )n nL A L A L A A  .

Zie de opmerking na 1.7.6. Dus het n-dimensionaal volume van een blok in n
wordt onder een lineaire afbeelding L vermenigvuldigd met | det( ) |L .

Het georiënteerde volume van 1blok( ,..., )nPQ PQ
 

stellen we in overeenstemming

met het voorgaande gelijk aan 1det( ,..., )nPQ PQ
 

. Het niet-georiënteerde volume

van 1blok( ,..., )nPQ PQ
 

is gelijk aan 1| det( ,..., ) |nPQ PQ
 

.

Onder een affiene afbeelding F van n in zichzelf zo dat ( ) ( )F X L X C  , met L

lineair, wordt dit blok afgebeeld op 1blok( ( ) ( ),..., ( ) ( ))nF P F Q F P F Q
 

met volume

1det( ( ) ( ),..., ( ) ( ))nF P F Q F P F Q
 

1det( ( ) ( ),..., ( ) ( ))nF Q F P F Q F P  

1det( ( ) ( ),..., ( ) ( ))nL Q L P L Q L P   1det( ( ),..., ( ))nL Q P L Q P  

1det( ) det( ,..., )nL Q P Q P    1det( ) det( ,..., )nL PQ PQ 
 

.

Dus onder een affiene afbeelding F wordt het georiënteerd volume van een blok
vermenigvuldigd met de determinant van het lineaire deel van F.

3.1.2 Is F een affiene afbeelding van n in zichzelf zo dat ( ) ( )F X L X C  , met

L lineair, dan 1det( ( ) ( ),..., ( ) ( ))nF P F Q F P F Q
 

1det( ) det( ,..., )nL PQ PQ 
 

.

Opmerking. Een affiene afbeelding ( ) ( )F X L X C  induceert op de lineaire pij-

lenruimte { | }nPX X 


 een afbeelding F


zo dat ( ) ( ) ( )F PX F P F X
 

. Deze af-

beelding F


is lineair  F is affien.

N.B. Alleen een n-dimensionaal blok heeft in n een oriëntatie. Aan blokken met

een lagere dimensie in n wordt geen oriëntatie toegekend.

3.2 Convexe verzamelingen.

3.2.1 Definitie. Een verzameling nV   heet convex, als V met ieder tweetal pun-
ten P en Q ook alle punten van het lijnstuk PQ bevat.

Lijnstuk PQ bestaat uit de punten ( ) (1 )P t Q P t P tQ      met 0 1t  . An-

ders gezegd: X ligt op lijnstuk PQ, als X uP vQ  met 1u v  en , [0,1]u v .

We noemen X dan een convexe combinatie van P en Q. nV   is convex precies
dan, wanneer V met P en Q ook iedere convexe combinatie van P en Q bevat. Op
triviale wijze is ook de lege verzameling convex.
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Voorbeelden. In  zijn de intervallen de convexe deelverzamelingen. Voorbeelden

van convexe verzamelingen in 2 zijn halfvlakken, het binnengebied van een drie-
hoek, parallellogram of cirkel (we mogen ook nog de grenslijnen er bij nemen). In

n is een k-dimensionaal blok een convexe verzameling. n zelf is convex en ook
een verzameling die slechts één punt bevat is volgens de definitie convex. De n-

dimensionale bol { | | | }n
nB X X M r    in n met middelpunt M en straal

0r  is convex. Iedere affiene deelruimte van n is een convexe deelverzameling

van n .

Toon aan:

3.2.2 Is 1,..., kA A een eindig aantal punten in n , dan is

1 1 1 1{ | ,..., [0,1], 1}k k k kV x A x A x x x x       

de kleinste convexe deelverzameling van n die de punten 1,..., kA A bevat.

We noemen V de convexe omhulling van 1,..., kA A en een element 1 1 k kx A x A 

van V met 1,..., [0,1]kx x  en 1 1kx x   heet een convexe combinatie van de

punten 1,..., kA A . [Dat V de kleinste convexe deelverzameling van n is die de

punten 1,..., kA A bevat, houdt in dat V W , wanneer W een andere convexe ver-

zameling is de punten 1,..., kA A bevat.]

Opgave. V is convex precies dan, wanneer V gesloten is m.b.t. convexe combinaties
van punten. Toon aan dat de doorsnede van een eindig of oneindig aantal convexe

deelverzamelingen van n convex is. Is W een willekeurige deelverzameling van
n , dan is de convexe omhulling van W de doorsnede van alle convexe deel-

verzamelingen van n die W omvatten. Als 1{ ,..., }kW A A , dan is de convexe

omhulling van W de verzameling V uit 3.2.2. [Ga na dat W V   , als 0k  .]

3.2.3 Definitie simplex. Is 1, ,..., kP Q Q een affien onafhankelijke rij punten in n ,

dan is de convexe omhulling van 1, ,..., kP Q Q het k-dimensionale simplex of k-

simplex met hoekpunten 1, ,..., kP Q Q . Dit simplex bestaat uit de eindpunten van de

pijlen 1 1 k kPX x PQ x PQ  
  

 met 1,..., [0,1]kx x  en 10 1kx x    .

Voorbeeld. In 3 is de convexe omhulling van 1 2 3, , ,O E E E het standaard 3-

dimensionale simplex. De zijvlakken, ribben en hoekpunten van deze piramide zijn
de standaard 2-dimensionale resp. 1-dimensionale resp. 0-dimensionale simplexen

in 3 . In k is het standaard k-dimensionale simplex de convexe omhulling van

1, ,..., kO E E en bestaat uit de punten 1,..., [0,1]kx x  en 10 1kx x    . Het k-

dimensionale simplex met hoekpunten 1, ,..., kP Q Q in n uit definitie 3.2.3 is dus

het beeld van het standaard k-dimensionale simplex met hoekpunten 1, ,..., kO E E in

k onder de affiene -k n  -afbeelding F zo dat ( )F O P , 1 1( )F E Q ,...,
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( )k kF E Q . [Onder een affiene afbeelding gaat een affiene combinatie over in een

affiene combinatie met dezelfde coëfficiënten, dus een convexe combinatie gaat
over in een convexe combinatie.]

Voorbeeld. In 2 kunnen we ieder parallellogram door het trekken van een diago-

naal verdelen in twee congruente driehoeken. Dat maakt het mogelijk om in 2 de
oppervlakte van een driehoek te definiëren als de helft van de oppervlakte van een

parallellogram. Een niet-ontaarde driehoek in 2 is een tweedimensionaal simplex

in 2 .

Voorbeeld. In 3 is een driedimensionaal simplex een piramide met 4 driehoeken

als zijvlakken. Het 3-dim. simplex OABC in 3 , met A,B,C lin. onafh., is de pun-
tenverzameling { | , , [0,1], 0 1}W xA yB zC x y z x y z        . We kunnen

blok { | , , [0,1]}V xA yB zC x y z    opsplitsen in 6 simplexen, waarvan de bin-

nengebieden geen punten gemeen hebben, die alle 6 dezelfde inhoud hebben, maar
die niet congruent zijn. Dat zou betekenen dat de inhoud van simplex W gelijk is

aan 1
6
 inhoud van blok V 1

6
| det( , , ) |A B C  . Dat kunnen we echter op dit moment

nog niet bewijzen. Voor andere lichamen in 3 dan blokken hebben we de inhoud
überhaupt nog niet gedefinieerd. Het bewijs berust op een speciaal geval van het
principe van Cavalieri. Zie de volgende opgave.

Opgave. Op school hebben we
geleerd dat de inhoud van een pira-

mide gelijk is aan 1
3
 grondvlak 

hoogte. Dat betekent dat 2 simplexen
met congruente grondvlakken en
gelijke hoogte dezelfde inhoud
hebben. Het maakt daarbij niet uit
welk zijvlak van het simplex we als
grondvlak beschouwen. Neem even
aan dat dit inderdaad zo is. [Later
zullen we dit bewijzen.] We nemen
een balk ABCD EFGH en verdelen de balk eerst door het diagonaalvlak BCHE in
2 congruente helften. De halve balk wordt opgesplitst in de 3 simplexen ADHC,
AEHC en ABEC. Zie figuur. Toon aan dat deze simplexen allemaal dezelfde in-
houd hebben. Ga na dat dit ook geldt voor een blok dat geen balk is. De inhoud van

elk van de simplexen is dus 1
6
 inhoud balk (blok).

Opmerking. Later zullen we ook het volume van andere lichamen dan blokken defi-

niëren. We zullen dan zien dat in n het simplex met hoekpunten 1, ,..., nO A A een

volume 1

1
| det( ,..., ) |

!
nA A

n
 heeft.
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3.3 Loodrechte projectie en spiegeling.

Stel U is een lineaire deelruimte van n met orthonormale basis 1,..., kA A en P is

een punt in n . Dan is er een unieke Q U zo dat PQ U . [Bewijs. Stel

1 1 k kQ x A x A   . Dan , 0iPQ U P Q A      , ,i i iP A Q A x      

voor 1,...,i k . Dus 1 1, , k kQ P A A P A A         is het gezochte punt Q.]

Punt Q heet de loodrechte projectie van punt P op de lineaire ruimte U. Als
P U , dan Q P . We definiëren ( , )d P U , de afstand van P tot U, door middel

van ( , ) ( , )d P U d P Q .

Algemener:

3.3.1 Is V een affiene deelruimte van n en P een punt in n , dan is er precies
één punt Q V zo dat PQ V . We noemen dit punt Q de (loodrechte) projectie

van P op V en we stellen ( , ) ( , )d P V d P Q PQ  . De afbeelding F die nP af-

beeldt op zijn projectie Q op V, noemen we de projectie van n op V.

Bewijs. Stel V U C  , waarin de lineaire ruimte U de richtingsruimte van V is. Er

geldt PQ V PQ U P Q U      met P P C   en Q Q C   . We nemen

voor Q de loodrechte projectie van P op U. Het gezochte punt Q V is dan

Q Q C  .

3.3.2 Definitie. Is V een affiene deelruimte van n , dan noemen we de punten P en
Q elkaars spiegelbeeld t.o.v. V, wanneer PQ V en het midden M van lijnstuk

PQ in V ligt. De spiegeling S van n t.o.v. de affiene deelruimte V is de 1-1 -

afbeelding van n op zichzelf die ieder punt nP afbeeldt op zijn spiegelbeeld
Q.

Zijn P en Q elkaars spiegelbeeld t.o.v. V, dan is 1
2

( )M P Q  de projectie van

zowel P als Q op V. De spiegeling S van n t.o.v. de affiene deelruimte V beeldt
ieder punt P V op zichzelf af. Een spiegeling is zijn eigen inverse: er geldt

1S S  . Merk op dat S de identieke afbeelding van n is, wanneer nV   . Als
{ }V C , dan is S de puntspiegeling t.o.v. punt C. Straks zullen we zien dat iedere

spiegeling tot stand gebracht kan worden door een opeenvolging van spiegelingen

t.o.v. een hypervlak [een lijn in 2 , een vlak in 3 ].

3.3.3 Een spiegeling S van n t.o.v. een affiene deelruimte V is een affiene afbeel-

ding. Is V een lineaire deelruimte van n , dan is S lineair.

Bewijs. We gaan eerst na dat een spiegeling L t.o.v. een lineaire deelruimte U een

lineaire afbeelding is. Kies een orthonormale basis 1,..., kA A van U.

De projectie van punt P op U is dan het punt 1 1, , k kM P A A P A A         .

Voor het spiegelbeeld Q van P geldt dan 2P Q M  , dus ( ) 2Q L P M P   . L

is lineair, wanneer ( ) ( )L cP c L P  en 1 2 1 2( ) ( ) ( )L P P L P L P   . Ga na dat dit

inderdaad het geval is.
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Stel nu dat S de spiegeling is t.o.v. de affiene deelruimte V U C  .

Dan vinden we ( )S P Q als volgt:

- Pas eerst de translatie X X C toe.
Dat geeft P C .

- Pas daarna L toe.
Dat geeft het spiegelbeeld ( ) ( ) ( )L P C L P L C   van P C t.o.v. U.

- Pas tenslotte de translatie X X C toe.
Dat geeft ( )S P Q ( ) ( )L P L C C   .

Dan ( ( )) ( ( ))P Q P L P C L C     met ( ( ))P L P U  en ook ( ( ))C L C U  .

Hieruit volgt ( )P Q U  en ook ( )P Q V  . Tenslotte 1
2

( )M P Q 

1
2

( ( ) ( ) )P L P L C C       1 1
2 2

( ) ( )P L P C L C C     ligt in V . Ga dit na.

3.3.4 Is S een spiegeling van n t.o.v. een affiene deelruimte V, dan geldt
| ( ) ( ) | | |S X S Y X Y   , m.a.w. S laat afstanden intact.

Bewijs. Het is voldoende dat we dit aantonen voor een lineaire spiegeling S [een

translatie laat afstanden intact]. Stel S is een spiegeling van n t.o.v. een lineaire

deelruimte U van n . Dan O U en ( )S O O . Als ( )S P Q en 1
2

( )M P Q  ,

dan 2 2 2OP OM MP  en 2 2 2 2 2OQ OM MQ OM MP    volgens de stelling

van Pythagoras. Dus OP OQ ofwel | ( ) | | |S P P . Met P X Y  krijgen we

| ( ) |S X Y | ( ) ( ) |S X S Y  | |X Y  .

3.4 Isometrie. Spiegelingen en translaties zijn voorbeelden van isometrieën.

3.4.1 Definitie. Een -n m  -afbeelding F heet een isometrie, als afstanden onder F

intact blijven, d.w.z. | ( ) ( ) | | |F X F Y X Y   voor , nX Y  .

Iedere isometrie is een affiene afbeelding.

3.4.2 Is de -n m  -afbeelding F een isometrie, dan is F een 1-1 -affiene afbeelding.

Bewijs. Iedere isometrie is 1-1 . We laten eerst zien dat een -n m  -isometrie F li-

neair is, wanneer ( ) (d.w.z. ( ) )n mF O O F O O  . Stel F is zo'n isometrie. Dan

| ( ) | | |F X X voor nX  [bedenk dat ( ) ( ) ( )F X F X F O  .] Uit

2 2 21
2

, (| | | | | | )X Y X Y X Y     

volgt dan ( ), ( ) ,F X F Y X Y     voor , nX Y  . Met 1 1( )F E A ,..., ( )n nF E A

geldt 1| | | | 1nA A   en , 0i jA A   voor i j . De rij 1,..., nA A in m is li-

neair onafhankelijk, dus in ieder geval geldt n m . De lineaire -n m  -afbeelding

1[ ,..., ]nL A A is een isometrie met 1 1 1{ | ( ,..., ) }n
n n nV x A x A x x     als

beeldruimte.
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We gaan na dat F L . 1,..., nA A is een orthonormale basis van V. Als n m , dan

breiden we 1,..., nA A met 1,...,n mA A uit tot een orthonormale basis van m . Met

nP kunnen we ( ) mF P  schrijven als

1 1 1 1( ) n n n n m mF P q A q A q A q A        .

Voor 1,...,i n geldt ( ), ( ), ( ) ,i i i i iq F P A F P F E P E p          . Dus

1 1 1 1( ) n n n n m mF P p A p A q A q A        .

Er geldt 2 2 2 2
1| ( ) | | | nF P P p p    , waaruit volgt dat 1 0n mq q    en

1 1( ) ( )n nF P p A p A L P    . We veronderstelden dat ( )F O O .

Als ( )F O C O  , dan is ( ) ( )L X F X C  een isometrie en ( )L O O . Dus L is

lineair en ( ) ( )F X L X C  is affien.

Opgave. Bewijs 3.4.2 nog eens op een andere manier via de volgende bewijsschets:

Stel de -n m  -afbeelding F is een isometrie met ( )F O O . Met A B en C tus-

sen A en B in n geldt ( ) ( )F A F B en ( )F C tussen ( ) en ( )F A F B . [C tussen A

en B precies dan, wanneer AC CB AB  .] Ga na dat ( ) ( )F tA t F A  . Daaruit

volgt 1
2

( ( ))F A B 1
2

( ( ) ( ))F A F B  en dan ook ( ) ( ) ( )F A B F A F B   . Daar-

mee is aangetoond dat F lineair is.

1,..., nA A is een orthonormaal stel punten, wanneer de vectoren 1,...., nOA OA
 

al-

lemaal de lengte 1 hebben en twee aan twee loodrecht op elkaar staan.

3.4.3 Een lineaire -n m  -afbeelding 1[ ,..., ]nL A A is een isometrie

 ( ), ( ) ,L X L Y X Y     voor , nX Y 

 1,..., nA A is een orthonormaal stel punten in m .

Een affiene -n m  -afbeelding is een isometrie precies dan, wanneer zijn lineair
deel een isometrie is.

Opgave. Bewijs dit.

Opmerking. Uit de cosinusregel [zie 1.9.2] volgt dat hoeken onder een isometrie ge-
lijk blijven. [Hoe?]

Eigenschappen van figuren die behouden blijven onder isometrieën vormen het on-

derwerp van de euclidische meetkunde. Een -n n  -isometrie noemen we ook een

congruentieafbeelding n op zichzelf of kortweg een congruentie van n . De

congruenties van n vormen een transformatiegroep van n . We noemen twee

figuren 1 2enV V in n congruent, notatie 1 2V V , wanneer er een congruentie F

is zo dat 1 2( )F V V .
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3.4.4 Zijn 1,..., nA A en 1,..., nB B orthonormale bases van n , dan is er precies één

lineaire congruentie L van n zo dat ( )i iL A B voor 1,...,i n .

Opgave. Bewijs dit.

Een affiene afbeelding F van n in zichzelf is bepaald door de beelden

0 1, ,..., nQ Q Q van 1n  affien onafhankelijke punten 0 1, ,..., nP P P in n . Zie 1.5.7.

Als F een congruentie van n is, dan blijven afstanden intact, dus i j i jQ Q PP

voor , {0,1,..., }i j n . Omgekeerd blijkt dit ook voldoende om te garanderen dat de

affiene afbeelding F een congruentie van n is. Zoals bekend is iedere congruentie

van 2 een samenstelling van hooguit 3 spiegelingen. De hierbij gebruikte spiege-

lingen zijn spiegelingen t.o.v. een lijn. In 2 zijn lijnen hypervlakken. De bewijzen

m.b.t. congruenties van 2 [zie bijv. AM7.9] zijn eenvoudig te generaliseren naar

een bewijs van de volgende stelling m.b.t. congruenties van n . In n moeten we
spiegelen t.o.v. een hypervlak, d.w.z. een affiene deelruimte met dimensie 1n  .

Twee punten P Q in n zijn elkaars spiegelbeeld t.o.v. het middelloodhypervlak

van lijnstuk PQ. Ga na dat dit middelloodhypervlak wordt gegeven door de verge-

lijking , 0P Q X M     met 1
2

( )M P Q  . Toon aan:

3.4.5 Is 0 1, ,..., nP P P een affien onafhankelijke puntenrij in n en is 0 1, ,..., nQ Q Q

puntenrij in n zo dat i j i jQ Q PP voor , {0,1,..., }i j n , dan is de affiene afbeel-

ding F zo dat ( )i iF P Q , voor 0,1,...,i n , een congruentie van n .

De congruentie F kan tot stand gebracht worden als samenstelling van hoogstens

1n  spiegelingen t.o.v. hypervlakken in n .

Dit geldt i.h.b. voor iedere spiegeling t.o.v. een affiene deelruimte V van n . We
hebben dus in principe geen andere spiegelingen nodig dan spiegelingen t.o.v. een
hypervlak.

Opmerking. Een hypervlak V dat door O gaat is een lineaire deelruimte. De spiege-
ling S t.o.v. V is dan een lineaire afbeelding.

Is L een lineaire congruentie van n , dan krijgen we de matrix van 1L door die
van L te transponeren.

3.4.6 Is L een lineaire congruentie van n , dan 1 TL L  en det( ) 1L   .

Bewijs. Ga eerst na: , 0X A   voor iedere nX  A O  . Gevolg:

(*) , ,X A X B     voor iedere nX  A B  .

Stel nu L is een lineaire congruentie van n . Dan , ( ), ( )X Y L X L Y     en vol-

gens 2.3.2 geldt

T T( ), ( ) , ( ( )) ,( )( )L X L Y X L L Y X L L Y        .
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Met behulp van (*) volgt dan T( )( )L L Y Y voor nY  , m.a.w. 1 TL L  . Er

geldt 1det( ) 1 / det( )L L  en Tdet( ) det( )L L . Hieruit volgt det( ) 1L   .

Opgave. Toon aan dat omgekeerd ook geldt: is de lineaire -n n  -afbeelding L om-

keerbaar en 1 TL L  , dan is L een congruentie van n .

Is L een lineaire spiegeling, dan heeft L zichzelf tot inverse en L is een lineaire con-

gruentie, dus 1 TL L L   . De matrix van een lineaire spiegeling is symmetrisch
t.o.v. zijn hoofddiagonaal. Ook de afbeelding L noemen we symmetrisch, als

TL L . Voor een symmetrische lineaire afbeelding L van n in zichzelf geldt

( ), , ( )L X Y X L Y     voor iedere , nX Y  . Ga na dat het samenstellen van

symmetrische afbeeldingen weer een symmetrische afbeelding oplevert.

Een lineaire spiegeling t.o.v. een hypervlak heeft determinant 1 .

3.4.7 Is L een lineaire spiegeling van n t.o.v. een hypervlak, dan det( ) 1L   .

Bewijs. Stel L is een lineaire spiegeling van n t.o.v. een hypervlak V. Dan is V

een lineaire deelruimte van n en dim( ) 1V n  . Laat 1 1,..., nA A  een orthonor-

male basis van V zijn, aangevuld met nA tot een orthonormale basis van n . Dan

1 1 1 1( ) ,..., ( )n nL A A L A A   en ( )n nL A A  . Dus volgens 1.7.6

1 1

1 1

det( ,..., , )
det( ) 1

det( ,..., , )
n n

n n

A A A
L

A A A





   .

Opgave. Toon aan dat een spiegeling van n t.o.v. een affiene deelruimte V met
dim( )V k tot stand gebracht kan wordt door n k spiegelingen t.o.v. een hyper-

vlak.

3.4.8 Is V is een affiene deelruimte, P een punt en F een congruentie van n , dan

( , ) ( ( ), ( ))d P V d F P F V . M.a.w. Een congruentie van n laat de afstand tussen

een punt en een affiene deelruimte van n intact.

Opgave. Toon dit aan.

Opgave. Het door de pijlen 1,..., nPQ PQ
 

opgespannen blok in n is een balk,

wanneer deze pijlen twee aan twee loodrecht op elkaar staan. Stel dit is het geval en

1 1,..., n nPQ c PQ c  . Toon aan dat er dan een congruentie F van n is zo dat

( )F O P en ( )i iF C Q , met i i iC c E voor 1,...,i n , en dat

1| det( ,..., ) |nPQ PQ
 

1 1| det( ,..., ) |n nC C c c    .

Het volume van de balk is gelijk aan 1 nc c  [in 2 lengte  breedte, in 3

lengte  breedte  hoogte].
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Onder een congruentie F van n verandert het volume van een n-dimensionaal
blok niet. Dit geldt overigens niet alleen voor congruenties. Iedere affiene afbeel-

ding F van n in zichzelf met een lineair deel L zo dat | det( ) | 1L  laat het volu-

me van een blok opgespannen door n vectoren intact.

3.4.9 Het volume 1| det( ,..., ) |nA A van blok 1 1 1{ | 0 ,..., 1}n n nV x A x A x x    

in n is gelijk aan 1 nc c  , waarin 1 1( ,span{ ,..., })i i ic d A A A  voor 1,...,i n .

[Merk op dat 1 1 1 1( ,span ) ( , ) | |c d A d A O A    .]

Bewijs. Stel 1,..., nA A is een basis van n en P is een lineaire combinatie van

1 1,..., nA A  . Dan 1 1 1 1det( ,..., , ) det( ,... , )n n n nA A A A A A P   . We nemen voor P de

projectie van nA op 1 1span{ ,..., }nA A  en stellen we n nA A P   . Toon aan dat

1 1span{ ,..., }n nA A A   en 1 1| | ( ,span{ ,..., })n n nA d A A A   .

Vervolgens vervangen we op dezelfde manier 1nA  door 1nA  zo dat

1 1 2span{ ,..., }n nA A A   , 1 1 1 2| | ( ,span{ ,..., })n n nA d A A A    en

1 2 1det( ,..., , , )n n nA A A A  1 2 1det( ,..., , , )n n nA A A A   .

Zo kunnen we doorgaan totdat we tenslotte 2A vervangen hebben door 2A zo dat

2 1A A  , 2 2 1| | ( , lijn )A d A OA  en 1 2det( , ,..., )nA A A  1 2det( , ,..., )nA A A .

Daarmee is het door 1 2, ,..., nOA OA OA
  

opgespannen blok omgevormd tot de balk

opgespannen door 1 2, ,..., nOA OA OA 
  

. Balk en blok hebben dan hetzelfde volume

1| det( ,..., ) |nA A .

Volgens de laatste opgave geldt 1| det( ,..., ) |nA A 1 nc c   , waarin

1 1| | ( ,span{ ,..., })i i i ic A d A A A   voor 2,...,i n en 1 1| |c A .

Merk op dat dit ook nog geldt wanneer 1det( ,..., ) 0nA A  . In dat geval is minstens

één van de getallen 1,..., nc c gelijk aan 0.

-------------------------------------------------------------------------------------
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